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Àííîòàöèÿ
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñ÷åòà îáòåêàíèÿ ïîòîêîì èäåàëüíîé íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè çàäàííîãî êðûëîâîãî ïðîèëÿ ñ âûäóâîì ðåàêòèâíîé ñòðóè èç êàíàëà ïðè
íàëè÷èè â ïîòîêå çàêðûëêà. Çàêðûëîê ìîäåëèðóåòñÿ òî÷å÷íûì âèõðåì ñ çàäàííîé öèð-
êóëÿöèåé; âûäóâàåìàÿ ñòðóÿ èìååò ïàðàìåòðû (ïëîòíîñòü è ïîëíîå äàâëåíèå), îòëè÷íûå
îò ïàðàìåòðîâ íàáåãàþùåãî ïîòîêà, âñëåäñòâèå ÷åãî íà ãðàíèöå ñòðóè ñêîðîñòü ïîòî-
êà òåðïèò ñêà÷îê. àçðàáîòàííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è îñíîâàí íà òåîðèè àíàëèòè÷å-
ñêèõ óíêöèé, êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêàÿ óíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà îòûñêèâàåòñÿ
â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå êîîðäèíàò âèõðÿ íà àýðîäèíàìè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè êðûëîâîãî ïðîèëÿ, íàéäåíî åãî îïòèìàëüíîå ïîëîæåíèå, ïîçâîëÿþùåå
äîñòè÷ü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ êîýèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðûëîâîé ïðîèëü, çàêðûëîê, âûäóâ, ðåàêòèâíàÿ ñòðóÿ, îïòèìè-
çàöèÿ.
Ââåäåíèå
Äëÿ óëó÷øåíèÿ àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êðûëîâûõ ïðîèëåé èñïîëü-
çóþòñÿ ðàçëè÷íûå óñòðîéñòâà óïðàâëåíèÿ ïîòîêîì, êîòîðûå ìîæíî ðàçäåëèòü íà
ïàññèâíûå (áåç ïîäâîäà ýíåðãèè) è àêòèâíûå [1℄. Ïàññèâíûìè óñòðîéñòâàìè ÿâëÿ-
þòñÿ çàêðûëêè, ïðåäêðûëêè, âèõðåâûå ÿ÷åéêè è ò.ï. Ê àêòèâíûì ìåòîäàì óïðàâ-
ëåíèÿ ïîòîêà îòíîñÿòñÿ îòñîñ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, âûäóâ â ïîòîê ðåàêòèâíîé ñòðóè
è äð. Îñîáåííî ýåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ âûäóâ ðåàêòèâíîé ñòðóè [2℄. Â ñèëó ðÿ-
äà ýåêòîâ (Êîàíäà, ñóïåðöèðêóëÿöèè è ñòðóéíîãî çàêðûëêà) âûäóâ ïðèâîäèò
ê óâåëè÷åíèþ êîýèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû â íåñêîëüêî ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ
íåïðîíèöàåìûì êðûëîâûì ïðîèëåì. Ýåêò îò âûäóâà ìîæíî óâåëè÷èòü, åñ-
ëè îäíîâðåìåííî ñ åãî ââåäåíèåì èñïîëüçîâàòü çàêðûëîê, ïîçâîëÿþùèé îòêëîíÿòü
âûäóâàåìóþ ñòðóþ íà áîëüøèé óãîë.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåøåíà çàäà÷à ðàñ÷åòà îáòåêàíèÿ êðûëîâîãî ïðîèëÿ ñ
âûäóâîì ðåàêòèâíîé ñòðóè ïðè íàëè÷èè â ïîòîêå çàêðûëêà. Êðûëîâîé ïðîèëü
ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì, à çàêðûëîê ìîäåëèðóåòñÿ òî÷å÷íûì âèõðåì çàäàííîé öèð-
êóëÿöèè. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå êîîðäèíàò âèõðÿ íà àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòå-
ðèñòèêè êðûëîâîãî ïðîèëÿ, íàéäåíî åãî îïòèìàëüíîå ïîëîæåíèå, ïîçâîëÿþùåå
äîñòè÷ü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ êîýèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû. Ïîêàçàíî, ÷òî
âçàèìîäåéñòâèå âèõðÿ äàæå ìàëîé èíòåíñèâíîñòè è ðåàêòèâíîé ñòðóè ïîçâîëÿåò
çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èòü êîýèöèåíò ïîäúåìíîé ñèëû êðûëîâîãî ïðîèëÿ.
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èñ. 1. Ôèçè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü z
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z = x + iy çàäàííûé êðûëîâîé ïðîèëü AB ïëàâ-
íî îáòåêàåòñÿ ïëîñêèì óñòàíîâèâøèìñÿ ïîòîêîì èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêî-
ñòè (ðèñ. 1). Ïëîòíîñòü ïîòîêà ρ , ñêîðîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè èìååò âåëè÷èíó v∞
è óãîë α , äàâëåíèå p∞ , õîðäà ïðîèëÿ b . Íà ïîâåðõíîñòè ïðîèëÿ èìååòñÿ ùåëü
øèðèíû h , ìîäåëèðóåìàÿ çàâèòêîì, ââåðõ ïî ïîòîêó àñèìïòîòè÷åñêè ïåðåõîäÿ-
ùèì â áåñêîíå÷íîëèñòíûé êðóãîâîé êàíàë ñ ðàäèóñàìè r1 è r2 [3℄. Â ñëó÷àå
ðàâíûõ ñêîðîñòåé ñòåíêè êàíàëà àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿòñÿ ê ïðÿìûì è â ðàñ-
÷åòíîé ñõåìå óõîäÿò íà âòîðîé ëèñò ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Èç ùåëè âûäóâàåòñÿ
ñòðóÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ äðóãîé ïëîòíîñòüþ ρj è ñêîðîñòüþ vj∞
ïðè äàâëåíèè p∞ . Çäåñü è äàëåå èíäåêñîì j îáîçíà÷åíû ïàðàìåòðû ñòðóè.
Â òî÷êå A ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà ïðîèëü ïðåäïîëàãàåòñÿ ãëàäêèì, à òî÷êè B
è P ñõîäà ïîòîêà ÿâëÿþòñÿ îñòðûìè êðîìêàìè. Âåëè÷èíà ðàñõîäà Q ÷åðåç ùåëü è
öèðêóëÿöèÿ Γ âîêðóã ïðîèëÿ îïðåäåëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñõîä ïîòîêà â
ýòèõ òî÷êàõ ïðîèñõîäèë ïëàâíî. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çàêðûëêà â ïîòîêå â òî÷êå M
âáëèçè çàäíåé êðîìêè ðàñïîëàãàåòñÿ òî÷å÷íûé âèõðü öèðêóëÿöèè Γ0 .
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü àýðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé
èç êðûëîâîãî ïðîèëÿ è òî÷å÷íîãî âèõðÿ è íàéòè îïòèìàëüíîå ïîëîæåíèå âèõðÿ,
îáåñïå÷èâàþùåãî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû ñèñòåìû.
2. åøåíèå
Çà îñíîâó ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì ìåòîä [4℄. Ââåäåì ïëîñêîñòü ζ = reiγ è â êà-
÷åñòâå êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè ðàññìîòðèì âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà (ðèñ. 2).
Ïîòðåáóåì ñîîòâåòñòâèå áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê ïëîñêîñòåé z è ζ è ïåðåõîä
çàäíåé êðîìêè B ñ êîîðäèíàòîé z = 0 â òî÷êó ζ = 1 . Òàêèì îáðàçîì óíêöèÿ z(ζ)
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
Ôóíêöèþ dz/dζ çàïèøåì â âèäå
dz
dζ
= r0e
−iγ0e−χ(ζ)
(
1−
1
ζ
)(
1−
ζp
ζ
)(
1−
ζn
ζ
)ai/pi−1
, (1)
ãäå a = ln(r2/r1) ; ζp = e
iγp
, ζn = e
iγn
 êîîðäèíàòû òî÷åê P , N íà îêðóæíî-
ñòè |ζ| = 1 . Ôóíêöèÿ χ(ζ) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé óíêöèåé âî âíåøíîñòè êðóãà
è îáðàùàåòñÿ â íîëü â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå. Çàïèøåì åå â âèäå ðÿäà Ëîðàíà
χ(ζ) =
∞∑
k=1
(ak + ibk)ζ
−k. (2)
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èñ. 2. Êàíîíè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü ζ
Òàê êàê óíêöèÿ z(ζ) èçâåñòíà, òî ïî íåé îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû r0 , γ0 , γp ,
γn è êîýèöèåíòû ak , bk . Òàêæå ñ÷èòàåì èçâåñòíûì êîîðäèíàòû òî÷êè M â
êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè ζm = rme
iγm
.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç l+z è l
−
z ëèíèè òîêà, ñõîäÿùèå ñ îñòðûõ êðîìîê P è B ïðî-
èëÿ è ðàçäåëÿþùèå ñðåäû ñ ïëîòíîñòÿìè ρ è ρj . Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòè ëèíèè
äàâëåíèå ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, à ñêîðîñòü â îáùåì ñëó÷àå èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì. Èç
èíòåãðàëà Áåðíóëëè ñëåäóåò
ρjv
2
j = ρv
2 + µρv2∞, (3)
ãäå
µ =
ρjv
2
j∞
ρv2∞
− 1.
Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âî âíåøíåì ïîòîêå è â ñòðóå ñóùåñòâóþò
êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû ïîòîêîâ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èõ êàê åäèíóþ êóñî÷íî-
àíàëèòè÷åñêóþ óíêöèþ w(z) = ϕ(x, y) + iψ(x, y) , òåðïÿùóþ ðàçðûâ íà äâóõ ëè-
íèÿõ ñõîäà ïîòîêà. Êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííóþ ñêîðîñòü â ïëîñêîñòè ζ ïðåäñòàâèì
â âèäå [5, ãë.4℄
dw
dζ
= u∞e
−iβe−Ω(ζ)f(ζ)g(ζ), (4)
ãäå u∞ è β  ìîäóëü è àðãóìåíò ñêîðîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè â ïëîñêîñòè ζ ; Ω(ζ) =
T (r, γ)+iΛ(r, γ)  êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêàÿ óíêöèÿ, òåðïÿùàÿ ñêà÷îê íà ëèíèÿõ l+ζ
è l−ζ  îáðàçàõ ëèíèé ñõîäà ïîòîêà l
+
z è l
−
z â èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Â îðìóëå (4)
â íàøåì ñëó÷àå
f(ζ) =
(
1−
ζa
ζ
)(
1−
1
ζ
)(
1−
ζp
ζ
)(
1−
ζn
ζ
)−1
,
g(ζ) =
(
1−
ζm
ζ
)−1(
1−
ζ∗m
ζ
)−1(
1−
ζd
ζ
)(
1−
ζ∗d
ζ
)
,
ãäå ζa = e
iγa
 êîîðäèíàòà òî÷êè A ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà íà îêðóæíîñòè |ζ| = 1 ;
ζd = rde
iγd
 êîîðäèíàòà êðèòè÷åñêîé òî÷êè D â ïîòîêå, ïîÿâëÿþùåéñÿ îêîëî
âèõðÿ; ζ∗m = 1/rme
iγm
, ζ∗d = 1/rde
iγd
 êîîðäèíàòû òî÷åê, ñîïðÿæåííûõ ê òî÷êàì
M è D îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.
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àññìîòðåâ (4) íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è ó÷òÿ, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé òîêà,
ïîëó÷èì, ÷òî Λ = ImΩ ïîñòîÿííà
Λ(γ) ≡ δ =
γa + γp − γn − pi
2
− β − γm + γd. (5)
Èç (1) è (4) ñëåäóåò
dw
dz
=
u∞
r0
ei(γ0−β)eχ(ζ)−Ω(ζ)
(
1−
ζa
ζ
)(
1−
ζn
ζ
)−ai/pi
g(ζ). (6)
Òàê êàê dw/dz|
∞
= v∞e
−iα
, òî îïðåäåëèì
u∞ = r0v∞, β = γ0 + α.
àññìîòðåâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (6) íà ëèíèÿõ l±ζ ðàçäåëà ñðåä çàïèøåì âåëè÷èíó
ñêà÷êà Ω(ζ) ÷åðåç îòíîøåíèå ñêîðîñòåé
Ω− Ωj |l±
ζ
= T − Tj|l±
ζ
= λ±(t), λ±(t) = ln
v±j (t)
v±(t)
∣∣∣∣∣
l±
ζ
, (7)
ãäå t  äóãîâàÿ àáñöèññà ëèíèé ðàçäåëà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò òî÷åê ñõîäà ïîòî-
êà P è B . Ñëåäîâàòåëüíî, óíêöèÿ Ω(ζ) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (5) è (7)
èìååò âèä
Ω(ζ) = Φ(ζ) + Φ(1/ζ)− Φ(0), Φ(ζ) =
1
2pii

∫
l+
ζ
λ+(t) dt
t− ζ
−
∫
l−
ζ
λ−(t) dt
t− ζ
 . (8)
Ïóñòü ϑ+(t) è ϑ−(t)  óãëû íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê l+ζ (t) è l
−
ζ (t) ñîîòâåòñòâåííî,
òî åñòü
dζ±(t)
dt
= eiϑ
±(t). (9)
Òàê êàê ëèíèè ðàçäåëà ñðåä ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè òîêà â êàíîíè÷åñêîé ïëîñêîñòè, òî
dw/dζ|l±
ζ
= u(t)e−iϑ
±(t)
. àññìîòðåâ àðãóìåíò (4) íà ëèíèÿõ ðàçäåëà, ïîëó÷èì
ϑ = β + Λ− arg(f + g). (10)
àçëîæèâ óíêöèþ
dw
dζ
â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ζm
dw
dζ
∣∣∣∣
ζ→ζm
=
iΓ0
2pi(ζ − ζm)
+ o
(
1
ζ − ζm
)
,
ïîëó÷èì ñâÿçü öèðêóëÿöèè Γ0 ñ äðóãèìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷è
Γ0 = −2piiu∞e
−iβe−Ω(ζm)
(ζm − ζa)(ζm − 1)(ζm − ζp)(ζm − ζd)(ζm − ζ
∗
d )
ζ2m(ζm − ζn)(ζm − ζ
∗
m)
. (11)
Ñîîòíîøåíèÿ (5) è (11) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ
îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò rd , γd , γa êðèòè÷åñêèõ òî÷åê D è A . Äëÿ åå ðåøåíèÿ
èñïîëüçóåì èòåðàöèîííûé ìåòîä, ñîñòàâèâ ñëåäóþùóþ èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó.
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Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ çàäàäèì
r
(0)
d = rm, γ
(0)
d = γm, γ
(0)
a = 2(β + δ)− γp + γn + pi.
Èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ñîäåðæèò ñëåäóþùèå øàãè:
 ðàçðåøèâ (11) îòíîñèòåëüíî ζd , çàïèøåì
ζ
(k)
d = ζm −
iΓ0e
iβeΩ(ζm)ζ2m(ζm − ζn)(ζm − ζ
∗
m)
2piu∞(ζm − 1)(ζm − ζp)(ζm − ζ
∗(k−1)
d )(ζm − ζ
(k−1)
a )
,
îòêóäà γ
(k)
d = arg[ζ
(k)
d ] , r
(k)
d = |ζ
(k)
d | ;
 âûðàçèâ èç (5) γa íàéäåì
γ(k)a = 2(β + δ − γ
(k)
d + γm)− γp + γn + pi
è çàòåì îïðåäåëèì ζ
(k)
a = eiγ
(k)
a
.
Âûïîëíåíèå èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå óäî-
âëåòâîðèòñÿ óñëîâèå |ζ
(k)
d − ζ
(k−1)
d | < ε , ãäå ε  çàäàííîå ìàëîå ÷èñëî.
3. Ñõåìà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ óíêöèé ϑ±(t), λ±(t) îðãàíèçóåì ñëåäóþùèé èòåðà-
öèîííûé ïðîöåññ.
Íà÷àëüíûé ýòàï. Çàäàäèì êàêèì-ëèáî îáðàçîì â íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè
óíêöèè λ±(t), ϑ±(t) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â òî÷êàõ P è B ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-
øåíèÿ:
ϑ+(0) = γp, ϑ
−(0) = 0.
Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóþò èç óñëîâèÿ, ÷òî â êàíîíè÷åñêîé ïëîñêîñòè ëèíèè ñõîäà
ïîòîêà ïîäõîäÿò ê åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïîä ïðÿìûì óãëîì. Íà áåñêîíå÷íîñòè
èìååì
ϑ+(∞) = ϑ−(∞) = β.
Îñíîâíîé ýòàï.
1. Ïðîèíòåãðèðîâàâ (9), îïðåäåëèì ëèíèè ðàçäåëà l±ζ (t) .
2. Ïî (8) îïðåäåëèì íà ëèíèÿõ ðàçäåëà l±ζ (t) óíêöèè T
±(t) = ReΩ(ζ±(t)) ,
Λ±(t) = ImΩ(ζ±(t)) è íà ãðàíèöå êðóãà |ζ| = 1 óíêöèþ T (γ) = ReΩ(eiγ) è
çíà÷åíèå δ .
3. Ïî (2) íàéäåì íà ëèíèÿõ ðàçäåëà S±(t) = Reχ(ζ±(t)) è íà ãðàíèöå êðóãà
S(γ) = Reχ(eiγ) .
4. Îïðåäåëèì ïàðàìåòðû γa , rd , γd èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5), (11).
5. àñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé âíåøíåãî ïîòîêà v±(t) íà ëèíèÿõ l±ζ (t) âû÷èñëèì
ïî îðìóëå
v±(t) = v∞e
S±(t)−T±(t)
∣∣∣∣∣
(
1−
ζa
ζ
)(
1−
ζn
ζ
)−ai/pi∣∣∣∣∣ ,
âûòåêàþùåé èç (6).
6. àñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé ñòðóè v±j (t) íà ëèíèÿõ l
±
ζ (t) ïîëó÷èì ïî îðìó-
ëå (3).
7. Íîâûå óíêöèè ϑ±(t) , λ±(t) îïðåäåëèì èç ñîîòíîøåíèé (7), (10).
8. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàâåðøàåì ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
max
t
|ϑ±(k)(t)− ϑ
±
(k−1)(t)| < ε; maxt
|λ±(k)(t)− λ
±
(k−1)(t)| < ε,
ãäå ε  çàäàííîå ìàëîå èçìåíåíèå èñêîìûõ óíêöèé, èíäåêñîì k îáîçíà÷åíî èõ
çíà÷åíèå íà k -îé èòåðàöèè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîâòîðÿåì îñíîâíîé ýòàï.
6 Ä.Ô. ÀÁÇÀËÈËÎÂ, .Ô. ÌÀÄÀÍÎÂ
4. àñ÷åò àýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë
Äëÿ ðàñ÷åòà àýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè îðìóëàìè
R = Rx + iRy, Rx = −ρv∞Q˜ = −ρjv∞jQ, Ry = ρv∞Γ˜. (12)
Ýòè îðìóëû âûâåäåíû â [6℄ äëÿ èçîëèðîâàííîãî ïðîèëÿ ñ âûäóâîì ðåàêòèâíîé
ñòðóè. Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûé âûâîä, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî èõ òàêæå ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü è â ñëó÷àå íàëè÷èÿ â ïîòîêå âèõðÿ. Çäåñü R  ñóììàðíàÿ àýðîäèíàìè÷åñêàÿ
ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà êðûëîâîé ïðîèëü è âèõðü, Rx è Ry  ñóììàðíûå ñèëà
ñîïðîòèâëåíèÿ (òÿãè) è ïîäúåìíàÿ ñèëà ñîîòâåòñòâåííî.
Âåëè÷èíû Q , Q˜ è Γ˜ íàéäåì, ðàçëîæèâ â ðÿä óíêöèþ
dw
dζ
â îêðåñòíîñòè
òî÷êè ζn è áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè:
dw
dζ
∣∣∣∣
ζ→ζn
=
Q
pi(ζ − ζn)
+ o
(
1
ζ − ζn
)
, (13)
dw
dζ
∣∣∣∣
ζ→∞
= u∞e
−iβ +
Q˜+ iΓ˜
2piζ
+ o
(
1
|ζ|
)
, (14)
Ïîäñòàâèâ â (13) è (14) âûðàæåíèå (4), çàïèøåì
Q = 8piu∞e
−T (γn)
rd + 1/rd − 2 cos(γn − γd)
rm + 1/rm − 2 cos(γn − γm)
sin
γn − γa
2
sin
γn
2
sin
γn − γp
2
(15)
Q˜ = 2piu∞[cos(γn − β)− cosβ − cos(γp − β)− cos(γa − β)− Re(ωe
−iβ) +
+(rm + 1/rm) cos(γm − β)− (rd + 1/rd) cos(γd − β)], (16)
Γ˜ = 2piu∞[sin(γn − β)) + sinβ − sin(γp − β) − sin(γa − β) − Im(ωe
−iβ +
+(rm + 1/rm) sin(γm − β)− (rd + 1/rd) sin(γd − β)].
Â ýòèõ îðìóëàõ ω  êîýèöèåíò ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ëîðàíà óíêöèè Ω(ζ) :
Ω(ζ)|ζ→∞ =
ω
ζ
+ o
(
1
|ζ|
)
.
Ôîðìóëà äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ ïðèâåäåíà, íàïð., â [7℄. Ñîîòíîøåíèÿ (16) è (15) ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé, òàê êàê âåëè÷èíà Q˜ èìååò
ïðîñòóþ ñâÿçü ñ ðàñõîäîì Q [6℄: Q˜ = v∞Q/v∞j .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèëó R ìîæíî âû÷èñëèòü ïî îðìóëå
R = Rl +RΓ, (17)
ãäå Rl  ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íåïîñðåäñòâåííî íà êðûëîâîé ïðîèëü, RΓ  ñèëà,
äåéñòâóþùàÿ íà âèõðü. Ñèëó Rl íàéäåì ïðÿìûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî êîíòóðó ïðî-
èëÿ, èñïîëüçóÿ îðìóëó, ñëåäóþùóþ èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÈÍÆ, çàïèñàííîãî
â èíòåãðàëüíîé îðìå
Rl =
∮
L1
⋃
L2
[pn+ ρV(V,n)] ds =
∮
L1
⋃
L2
pnds+
∫
L2
ρjV(V,n)ds = Rp +Rj .
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Çäåñü L1  íåïðîíèöàåìàÿ, à L2  ïðîíèöàåìàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ïðîèëÿ (íåêî-
òîðàÿ ëèíèÿ ïîïåðåê êàíàëà âûäóâà), n  íîðìàëü, âíóòðåííÿÿ ê ïîâåðõíîñòè
ïðîèëÿ, V  âåêòîð ñêîðîñòè, Rp  èíòåãðàë ñèë äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà
ïðîèëü, Rj  ðåàêòèâíàÿ ñèëà. Äàâëåíèÿ p è pj íà ïîâåðõíîñòè ïðîèëÿ, ãðà-
íè÷àùåé ñ âíåøíèì ïîòîêîì è ñî ñòðóåé ñîîòâåòñòâåííî, íàéäåì ïî îðìóëàì
p = p0 −
ρV 2
2
, pj = pj0 −
ρjV
2
j
2
.
Ñèëó RΓ , äåéñòâóþùóþ íà âèõðü, îïðåäåëèì ïî îðìóëå ×àïëûãèíà (ñì.,
íàïð., [8℄)
RΓ =
ρ′i
2
∮
lmz
(
dw
dz
)2
dz =
ρ′i
2
∮
lmζ
(
dw
dζ
)2(
dz
dζ
)−1
dζ = −piρ′c−1,
ãäå lmz , lmζ  îêðóæíîñòè ìàëîãî ðàäèóñà âîêðóã òî÷êè M â èçè÷åñêîé è êàíî-
íè÷åñêîé ïëîñêîñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî, ρ′  ïëîòíîñòü æèäêîñòè â îêðåñòíîñòè âèõðÿ
(ρ′ = ρ â ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèÿ âèõðÿ âî âíåøíåì ïîòîêå, ρ′ = ρj â ñëó÷àå ðàñïî-
ëîæåíèÿ âèõðÿ â ñòðóå), c−1  êîýèöèåíò ïðè ÷ëåíå (ζ − ζm)
−1
â ðàçëîæåíèè
ïîäûíòåãðàëüíîé óíêöèè â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ζ = ζm , êîòîðûé
ìîæíî íàéòè ïî îðìóëå
c−1 = resζm
[(
dw
dζ
)2(
dz
dζ
)−1]
. (18)
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ c−1 ðàçëîæèì â ðÿäû Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ζ = ζm
óíêöèè
dw
dζ
=
A−1
ζ − ζm
+A0 +A1(ζ − ζm) + ... ,
dz
dζ
= B0 +B1(ζ − ζm) +B2(ζ − ζm)
2 + ... .
Ïîäñòàâèâ ýòè ðàçëîæåíèÿ â (18), îïðåäåëèì
c−1 =
A−1
B20
(2A0B0 −B1A−1)
Ñ ó÷åòîì îðìóë (1) è (4) íàéäåì
A−1 =
iΓ0
2pi
,
A0 =
A−1
ζm
[
−ζmΩ
′(ζm) +
1
ζm − 1
+
ζp
ζm − ζp
+
ζa
ζm − ζa
−
ζn
ζm − ζn
+
+
ζd
ζm − ζd
+
ζ∗d
ζm − ζ∗d
−
ζ∗m
ζm − ζ∗m
+ 1
]
,
B0 = r0e
−iγ0−χ(ζm)
(
1−
1
ζm
)(
1−
ζp
ζm
)(
1−
ζn
ζm
) ai
pi
−1
,
B1 =
B0
ζm
[
−ζmχ
′(ζm) +
1
ζm − 1
+
ζp
ζm − ζp
+
(
ai
pi
− 1
)
ζn
ζm − ζn
]
,
ãäå Ω′(ζ) =
dΩ
dζ
è χ′(ζ) =
dχ
dζ
íàõîäÿòñÿ äèåðåíöèðîâàíèåì (8) è (2) ïî ζ .
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Àýðîäèíàìè÷åñêèå ñèëû, âû÷èñëåííûå ïî îðìóëàì (12) è (17) äîëæíû ñîâïà-
äàòü. Ýòî òàêæå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ êðèòåðèåì îöåíêè òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé. Êîý-
èöèåíòû ñîïðîòèâëåíèÿ (òÿãè) è ïîäúåìíîé ñèëû îïðåäåëèì ïî îðìóëàì
cx =
2Rx
ρv2∞b
, cy =
2Ry
ρv2∞b
. (19)
5. åøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è
Ïðè ðåøåíèè îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è çàèêñèðóåì ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïî-
òîêà v∞ , ýíåðãèþ âûäóâàåìîé ñòðóè, òî åñòü ïàðàìåòð µ , ïëîòíîñòè ρ è ρj è óãîë
àòàêè α . àñõîä æèäêîñòè Q îïðåäåëÿåòñÿ ïî îðìóëå (15), ýòî ãàðàíòèðóåò, ÷òî
îñòðûå êðîìêè B è P áóäóò ÿâëÿòüñÿ òî÷êàìè ñõîäà ïîòîêà. Çàäà÷à ìàêñèìè-
çàöèè êîýèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè óíêöèè
äâóõ ïåðåìåííûõ
cy(xm, ym)→ max .
Äëÿ óäîáñòâà ðàñ÷åòîâ áóäåì âû÷èñëÿòü åå êàê ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííóþ
óíêöèþ ñ ó÷åòîì (19) è òîãî, ÷òî óíêöèÿ z(ζ) èçâåñòíà:
cy(xm, ym) =

cy = cy(rm, γm),
xm = xm(rm, γm),
ym = ym(rm, γm).
Ââèäó äîñòàòî÷íîé ñëîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ óíêöèè cy(xm, ym) ðåøåíèå çàäà÷è
ìàêñèìèçàöèè ïðîâåäåíî ïåðåáîðîì. Ïðè ýòîì â ñèëó ïðèíÿòîé ñõåìû òå÷åíèÿ
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà D ðàñïîëàãàåòñÿ â ïîòîêå. Ïðåäåëüíûå ñëó-
÷àè, êîãäà òî÷êà D ñàäèòñÿ íà ãðàíèöó ñòðóè èëè íà ïîâåðõíîñòü ïðîèëÿ íå
ðàññìàòðèâàþòñÿ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ, à òàêæå â ñëó÷àÿõ áëèçêèõ ê ïðåäåëüíûì,
èòåðàöèîííûé ïðîöåññ íå ñõîäèòñÿ, à çíà÷åíèå êîýèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû çà-
ìåíÿåòñÿ øòðàíûì çíà÷åíèåì cy = −100 .
6. åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ âûáðàí êðûëîâîé ïðîèëü, ïîñòðîåííûé ìåòîäîì [4℄,
ñ êàíàëîì âûäóâà ñòðóè, ðàñïîëîæåííûì âáëèçè çàäíåé êðîìêè (ðèñ. 3). Ñêîðîñòü
íàáåãàþùåãî ïîòîêà ïðèíÿòà v∞ = 1 , ïàðàìåòð µ = 3 , ïëîòíîñòè ρ = ρj = 1 , óãîë
àòàêè α = 7.2◦ , õîðäà b = 1 , êîýèöèåíò ïîäúåìíîé ñèëû áåç íàëè÷èÿ âèõðÿ â ïî-
òîêå ðàâåí cy = 0.866 . Â õîäå òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî çíà÷åíèå cy
óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ïîëîæåíèÿ âèõðÿ ê çàäíåé êðîìêå B ïðîèëÿ.
Êîýèöèåíò ïîäúåìíîé ñèëû âû÷èñëÿëñÿ ñ ó÷åòîì îáîèõ îðìóë (12) è (17),
èñ. 3. Èññëåäóåìûé êðûëîâîé ïðîèëü ñ óñòðîéñòâîì âûäóâà ðåàêòèâíîé ñòðóè
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èñ. 4. Ïîëå óíêöèè cy(xm, ym) â ñëó÷àå Γ0 = 0.1
ðàçëè÷èå ñîñòàâèëî íå áîëåå 0.5%. Ïîýòîìó â öåëåâûõ ðàñ÷åòàõ îïòèìàëüíîå ïî-
ëîæåíèå âèõðÿ îòûñêèâàëîñü âàðüèðîâàíèåì êîîðäèíàò (xm, ym) âáëèçè òî÷êè B ,
äëÿ âû÷èñëåíèÿ cy èñïîëüçîâàëàñü îðìóëà (12).
Â ïåðâîì ðàñ÷åòå èíòåíñèâíîñòü âèõðÿ âûáðàíà ðàâíîé Γ0 = 0.1 . Íà ðèñ. 4
ïîêàçàíî ïîëå óíêöèè cy(xm, ym) , êîòîðîå ïîñòðîåíî âàðüèðîâàíèåì ïåðåìåí-
íûõ (rm, γm) â äèàïàçîíå 1.02 6 rm 6 1.2 è 6.2 6 γm 6 6.36 . Ñèíèì öâåòîì
îòîáðàæåíà îáëàñòü ðàñïîëîæåíèÿ âèõðÿ, â êîòîðîé ðåøåíèå çàäà÷è îáòåêàíèÿ
êðûëîâîãî ïðîèëÿ ïîëó÷èòü íå óäàëîñü, à çíà÷åíèå cy çàìåíåíî øòðàíûì çíà-
÷åíèåì. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî óíêöèÿ cy(xm, ym) èìååò äâà ëîêàëüíûõ ìàê-
ñèìóìà. Áåëîé òî÷êîé îòìå÷åíî ïîëîæåíèå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ïðè ïîäõî-
äå âèõðÿ ñíèçó, êîãäà âèõðü îñòàåòñÿ âî âíåøíåì ïîòîêå. Çíà÷åíèå êîýèöè-
åíòà ïîäúåìíîé ñèëû, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó îïòèìàëüíîìó ïîëîæåíèþ âèõðÿ
(xm ≈ 0.00121, ym ≈ −0.00162) , ðàâíî cy = 5.74 , êàðòèíà îáòåêàíèÿ ïðåäñòàâ-
ëåíà íà ðèñ. 5 (êðàñíûì öâåòîì ïîêàçàí êîíòóð êðûëîâîãî ïðîèëÿ, çåëåíûì 
ëèíèè l±z ðàçäåëà ñðåä, ñèíèì  êðèòè÷åñêèå ëèíèè òîêà, òî÷êîé  ïîëîæåíèå
âèõðÿ, â ïðÿìîóãîëüíèêå ïîìåùåí óâåëè÷åííûé ðàãìåíò ðèñóíêà â îêðåñòíîñòè
çàäíåé êðîìêè). ×åðíîé òî÷êîé íà ðèñ. 4 îòìå÷åíî ïîëîæåíèå ëîêàëüíîãî ìàê-
ñèìóìà ïðè ïîäõîäå âèõðÿ ñâåðõó, êîãäà âèõðü ðàñïîëàãàåòñÿ â ñòðóå. Çíà÷åíèå
10 Ä.Ô. ÀÁÇÀËÈËÎÂ, 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èñ. 5. Êàðòèíà òå÷åíèÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî ïîëîæåíèÿ âèõðÿ ñ öèðêóëÿöèåé Γ0 = 0.1
(âèõðü âî âíåøíåì ïîòîêå)
èñ. 6. Êàðòèíà òå÷åíèÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî ïîëîæåíèÿ âèõðÿ ñ öèðêóëÿöèåé Γ0 = 0.1
(âèõðü â ñòðóå)
êîýèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó îïòèìàëüíîìó ïîëîæå-
íèþ âèõðÿ (xm ≈ 0.00355, ym ≈ 0.00192) , ðàâíî cy = 4.84 , êàðòèíà îáòåêàíèÿ
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 6.
Âî âòîðîì ðàñ÷åòå èíòåíñèâíîñòü âèõðÿ âûáðàíà çíà÷èòåëüíî áîëüøåé:
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èñ. 7. Ïîëå óíêöèè cy(xm, ym) â ñëó÷àå Γ0 = 0.5
Γ0 = 0.5 . Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíî ïîëå óíêöèè cy(xm, ym) , êîòîðîå ïîñòðîåíî âàðüè-
ðîâàíèåì ïåðåìåííûõ (rm, γm) â äèàïàçîíå 1.1 6 rm 6 1.4 è 6.1 6 γm 6 6.5 .
Çíà÷åíèå êîýèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû, ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëüíîìó ïîëî-
æåíèþ âèõðÿ, êîãäà îí îñòàåòñÿ âî âíåøíåì ïîòîêå (xm ≈ 0.00858, ym ≈ −0.0133 
áåëàÿ òî÷êà), ðàâíî cy = 9.86 , êàðòèíà îáòåêàíèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 8. Çíà÷å-
íèå êîýèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû, ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëüíîìó ïîëîæåíèþ
âèõðÿ, êîãäà îí ðàñïîëàãàåòñÿ â ñòðóå (xm ≈ 0.0227, ym ≈ 0.0102  ÷åðíàÿ òî÷êà),
ðàâíî cy = 9.34 , êàðòèíà îáòåêàíèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 9.
Èç ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî óâåëè÷åíèå êîýèöèåíòà
ïîäúåìíîé ñèëû äîñòèãàåòñÿ ïðè òàêîì ïîëîæåíèè âèõðÿ, êîòîðîå äàåò ìàêñèìàëü-
íîå îòêëîíåíèå âûäóâàåìîé ñòðóè âíèç. Óâåëè÷åíèå ïîäúåìíîé ñèëû â ýòîì ñëó÷àå
îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðîÿâëåíèåì òàê íàçûâàåìîãî ýåêòà ñóïåðöèðêóëÿöèè, à âûäó-
âàåìàÿ ñòðóÿ âûñòóïàåò â ðîëè æèäêîãî çàêðûëêà. Áîëüøîå îòêëîíåíèå âûäóâàå-
ìîé ñòðóè, à, ñëåäîâàòåëüíî, è çíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå cy ìîæíî äîñòè÷ü çà ñ÷åò
âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñòðóåé äàæå âèõðÿ ìàëîé èíòåíñèâíîñòè. ëîáàëüíûé ìàêñè-
ìóì êîýèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû ïî-âèäèìîìó áóäåò äîñòèãàòüñÿ â íåêîòîðîì
ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà äîïîëíèòåëüíàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, îáóñëîâëåííàÿ íà-
ëè÷èåì âèõðÿ, ñÿäåò íà êîíòóð êðûëîâîãî ïðîèëÿ èëè íà ëèíèþ ðàçäåëà ñðåä.
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èñ. 8. Êàðòèíà òå÷åíèÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî ïîëîæåíèÿ âèõðÿ ñ öèðêóëÿöèåé Γ0 = 0.5
(âèõðü âî âíåøíåì ïîòîêå)
èñ. 9. Êàðòèíà òå÷åíèÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî ïîëîæåíèÿ âèõðÿ ñ öèðêóëÿöèåé Γ0 = 0.5
(âèõðü â ñòðóå)
Summary
D.F. Abzalilov, R.F. Mardanov. Study of ap inuene on aerodynami harateristis of
airfoils with jet blowing.
This paper onsiders the problem of omputating the ow of ideal inompressible uid
around an given airfoil with jet blowing and with the ap. The ap is modeled by a point
vortex with a given irulation; the blowing jet has parameters (density and total pressure)
dier from the parameters of the inoming ow, whereby at the jet boundary the veloity suers
a jump. The developed method for solving the problem is based on theory of analyti funtions,
pieewise analyti funtion of the omplex variable is found in an iterative proess. The
inuene of the vortex position on the aerodynami harateristis of an airfoil is investigated,
was found the best position where the maximum value of the lift is ahieved.
Key words: Airfoil, ap, jet blowing, maximal lift.
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